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เฉลยชุดขอ้สอบ : กฎการเคลื�อนที�ของนวิตนั ชุดที� 2

ขอ้ที� 1

ตอบ 

เนื�องจากไมม่แีรงภายนอกกระทําตอ่ระบบ  จดุ  ของระบบตอ้งไมม่คีวามเรง่ (ในที�นี� คอื "อยูก่บัที�" ไปเลย) ดงันั�นไมว่า่ 
 จะพยายามเคลื�อนที�ออกจากสมดลุอยา่งไร จดุ  ของมนัจะอยูท่ี�เดมิ :

ที�สมดลุ

ในขณะที�มวลทั �งสองสั�น   และ  จะเปลี�ยนแปลงอยูต่ลอดเวลาและจะเปลี�ยนในลกัษณะที�อตัราสว่นระหวา่ง  และ 
 เป็นคา่คงที�   แอมพลจิดูของการสั�นก็จะเป็นสดัสว่นโดยตรงกบัระยะ  และ  นี�ดว้ย  ดงันั�น

ขอ้ที� 2

ตอบ  
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12.1)  28 kg ⋅ m/s2

12.2)  19.6 N
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เขยีน  ดงัรปู
วตัถอุยูใ่นสมดลุ ดงันั�นแรงลพัธใ์นแนวระดบัเป็นศนูย์

แรงลพัธใ์นแนวดิ�งเป็นศนูย์

จากเงื�อนไขของแรงเสยีดทานสถติ

ได ้

(เป็นคําตอบขอ้  )

เนื�องจาก

จะเทา่เดมิตลอดแมจ้ะเพิ�มคา่  ใหม้ากกวา่   (สมดลุในแนวดิ�ง , การเพิ�ม  จะไมทํ่าใหว้ตัถเุลื�อนขึ�น/ลง)
(เป็นคําตอบขอ้  )

ขอ้ที� 3

ตอบ    

พจิารณาหว่งเล็ก ๆ ที�ตําแหน่งหา่งจาก  เป็นระยะ  กําลงัเคลื�อนที�รอบแกนดิ�งดว้ยความเร็วเชงิมมุ   ความเรง่ที�หว่งเล็ก ๆ 
 สามารถบรรยายไดด้ว้ยหลกัการของ การเคลื�อนที�ภายใตก้รอบไมเ่ฉื�อย ใน   นั�นคอื

free body diagram

F = N

= mgfs

≤ Nfs μs

F

∴    Fmin

≥
fs

μs

=
mg

μs

=
mg

μs

=
(2 kg)(9.8 m/ )s2

0.7
= 28 kg ⋅ m/s2

12.1

= mg = 19.6 Nfs

F 28 N F
12.2

ศูนย์

O R ω
( )a′ Polar coordinate (r,  θ)

d2

dt2
r ⃗ = + × ( × ) + 2 × + ×

d2

dt2
r ⃗ ′ ω⃗  ω⃗  r ⃗ ′ ω⃗  v ⃗ ′

d

dt
ω⃗  r ⃗ ′ (1)



เมื�อ

   เป็นความเรง่เนื�องจากที�โลกกระทําตอ่หว่งเล็ก ๆ

  

   เป็นความเรง่ของหว่งเล็ก ๆ

  

  

    เป็น  มคีา่เทา่กบั 

    เนื�องจากความเร็วเชงิมมุ ณ ตําแหน่งสมดลุจะมคีา่คงที�

ในการหาจดุสมดลุสามารถทําไดโ้ดย  คณูสมการที�  ดว้ย   (สงัเกตวุา่  และ )  จะไดว้า่

และใชเ้งื�อนไขที�วา่  หมนุดว้ยความเร็วเชงิมมุคงที� ดงันั�นความเรง่เชงิมมุจะมคีา่เป็นศนูย ์ จะไดว้า่

ดงันั�น  ถา้ความเร็วเชงิมมุมคีา่โตมาก ๆ  มมุ  จะมคีา่เทา่กบัศนูย์

ขอ้ที� 4

ตอบ  

 
 

 

d2
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dt2
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r ⃗ ′

= −r( θ   +(r θ)  
d2

dt2
r ⃗ 

d

dt
)2 ê r
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×ω⃗  v ⃗ ′ Coriolis acceleration = × r = ωr (− )ω⃗  θ̇ e ⃗ θ θ̇ e ⃗ r

= 0
d

dt
ω⃗ 

(1) ê θ ⋅ = 1ê i ê i ⋅ = 0ê i ê j

−g sin θ = r + (−ωr cos θ)(ω sin θ)θ̈

r cos θω2

∴       cos θ

= g

=
g

rω2

θ

⋅ u
sin θ − cos θμk

sin θ + cos θμk

− −−−−−−−−−−−√



แบง่การพจิารณาออกเป็น  (เนื�องจากมคีวามเรง่ไมเ่ทา่กนัทั �งขนาดเเละทศิทาง) โดยเราจะหาระยะทาง  ตามพื�นเอยีงที�มนั
ขึ�นไปไดส้งูสดุกอ่น จงึเริ�มหาความเร็วสดุทา้ยที�ไถลลงมา

ขาขึ�น  โดยพจิารณา  พบวา่ 

จาก  เขยีนสมการไดว้า่

เป็นความเรง่ขาขึ�น   นําความเรง่นี�ไปหาระยะที�มวลไถลขึ�น  จนหยดุนิ�งอยูด่า้นบนพื�นเอยีง  เขยีนสมการไดว้า่

เป็นระยะทางที�มวลไถลขึ�นไปได ้

ตอ่ไป พจิารณาขาลง  จาก  เขยีนสมการไดว้า่

เป็นความเรง่ขณะที�มวลเคลื�อนที�ลงพื�นเอยีง

ตอ่ไป  สามารถหาความเร็วปลายเมื�อมวลเคลื�อนที�กลบัลงมาถงึพื�น  ดงันี�

ขอ้ที� 5

ตอบ      ทศิขึ�น
            ตราชั�งอา่นคา่ไดศ้นูย์
 

2 S

freebody diagram

N

f

= mg cos θ

= N = mg cos θμk μk

Newto s 2nd lawn′

ma

a

= m(−g sin θ) − g cos θμk
= −(sin θ + cos θ)gμk

0 − u2

S

= 2(−1) (sin θ + cos θ) g ⋅ Sμk

=
u2

2(sin θ + cos θ)gμk

Newto s 2nd lawn′

ma

a

= mg sin θ − g cos θμk
= (sin θ − cos θ)gμk

−v2 u2

− 0v2

v2

∴    v

= 2aS

= 2 ⋅ (sin θ − cos θ)g ⋅μk
u2

2(sin θ + cos θ)gμk

=
sin θ − cos θμk

sin θ + cos θμk
u2

= ⋅ u
sin θ − cos θμk

sin θ + cos θμk

− −−−−−−−−−−−√

1) 2.7 m/s2

2)



สมมตใิห ้  วิ�งขึ�นดว้ย ความเรง่  จะได ้

 ลฟิทม์คีวามเรง่  ทศิขึ�น
เมื�อที�แขวนตาชั�งหลดุจากเพดาน  ทั �งตาชั�งและมวล  จะตกอยา่งอสิระ  และมคีวามเรง่   ดงันั�นจงึไมม่แีรงใด ๆ กระทํา
กบัตราชั�ง  ตราชั�งจงึอา่นคา่ไดศ้นูย์

ขอ้ที� 6

ตอบ   

 
พจิารณาระบบดาวคู ่มวล  และ  กําลงัโคจรรอบจดุศนูยก์ลางมวล ( ) ที�จดุ 

พจิารณามวล  เคลื�อนที�รอบจดุ  โดยมแีรงดงึดดูระหวา่งมวลทําหนา้ที�เป็นแรงสูศ่นูยก์ลาง  เขยีนสมาการการเคลื�อนที�
ไดว้า่

ระบบดาวม ี  เทา่กนั

Lift a

ma

a

= − mgFk

=
125 − 10 × 9.8

10
= 2.7m/s2

∴ 2.7 m/s2

10 kg g

m1

+m1 m2

Gm2
R1

− −−−√

m1 m2 CM O

XCM

R2

= = 0
(− ) + ( )m1 R1 m2 R2

+m1 m2

=
m1R1

m2

;m1 O Fc

ΣF
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ω2

=
Gm1m2

( +R1 R2)2

= m1ω
2R1

=
Gm2

( +R1 R1 R2)2

ω

∴ =ω2 ω1

=v2 ω2R2

v2

v2

=
Gm2

( +R1 R1 R2)2

− −−−−−−−−−−−√
= R2

Gm2

( +R1 R1 R2)2

− −−−−−−−−−−−√
= ( )m1R1

m2

Gm2

( +R1 R1
m1R1
m2

)2

− −−−−−−−−−−−−
⎷


=
m1

+m1 m2

Gm2

R1

− −−−−√



ขอ้ที� 7

1)  แรงเสยีดทานที�กระทําตอ่วตัถมุทีศิไปทางซา้ย (ตรงขา้มกบัความเร็ว)  มขีนาดเทา่กบั

2)  ความเรง่ของแผน่ไมไ้ปทางขวา มขีนาดเทา่กบั

3)  คดิแผน่ไม ้
รู ้

คดิวตัถ ุหาความเรง่ของวตัถกุอ่นแลว้คํานวณการเคลื�อนที�

รู ้

  จะได ้

คดิแผน่ไมเ้พื�อคํานวณหาคา่ 

4)  หา  ของวตัถเุทยีบโลก

หา  เทยีบ 

5) เมื�อวตัถหุยดุไถล   แรงเสยีดทานจลนเ์ทา่กนัศนูย์

= N = mgfk μk μk

ΣF

mgμk

a

= ma

= Ma

=
mgμk

M

u = 0,a = , s = , v = v, t = t
mgμk
M

s1

v

v

= u + at

= 0 + t − − − −(1)
mgμk

M

ΣF

− mgμk
a

= ma

= ma

= − gμk

u = u,a = − g, s = , v = v, t = tμk s2

v

v

= u + at

= u − gt − − − −(2)μk

(1)  =  (2)

t
mgμk

M

t

= u − gtμk

=
Mu

g(M + m)μk

s

s

s1

s1

= ut + a
1

2
t2

= 0 + ( )1

2

mgμk

M
( )Mu

g(M + m)μk

2

=
mMu2

2 g(m + Mμk )2

s2

s

s2

s2

= ut + a
1

2
t2

= u( )− ( g)
Mu

g(M + m)μk

1

2
μk ( )Mu

g(M + m)μk

2

=
M(M + 2m)u2

2 g(M + mμk )2

s2 s1

s2/1

s2/1

= − = −s2 s1
M(M + 2m)u2

2 g(M + mμk )2

Mmu2

2 g(M + mμk )2

=
Mu2

2 g(M + m)μk

= 0μk
= mgf



แรงเสยีดทานสถติ 
 
 

ขอ้ที� 8

เงื�อนไขคา่  ทกุๆ 
หา  ที�  ตา่งๆ

หา 

หา  
จากกฏการอนุรักษ์พลงังานรวมรอบจดุหมนุที�พื�นจะได ้

แทนคา่ใน 

= mgfs μs

μ  :  μ ≥
f

N
θ

f,  N θ

f

N − mg

f

N

= m = m
d2

dt2
xcm ẍcm

= m = m
d2

dt2
ycm ÿcm

=
ẍcm

+ gÿcm

 ,  ẍcm ÿcm

xcm

ẋcm

ẍcm

ycm

ẏcm

ÿcm

= sin θ
L

2

= cos θ ⋅
L

2
θ̇

= cos θ ⋅ − sin θ ⋅
L

2
θ̈

L

2
θ̇

2

= cos θ
L

2

= − sin θ ⋅
L

2
θ̇

= − sin θ ⋅ − cos θ ⋅
L

2
θ̈

L

2
θ̇

2

 ,  θ̇
2

θ̈

+K0 U0

0 + mg
L

2

∴  θ̇
2

= ⋅
1

2

dθ2

dθ

1

2

dθ2

dθ̇

dθ̇

dθ

∴  θ̈

= K + U

= m( + ) + ( m ) + mg cos θ
1

2
ẋ2 ẏ2 1

2

1

12
L2 θ̇

2 L

2

= (1 − cos θ)
3g

L

= 2 = =
1

2
θ̇

d /dtθ̇

dθ/dt

dθ̇

dt
θ̈

= sin θ
3g

2L

 ,  ẍcm ÿcm

L 3g L 3g



ตอบ  แรงเสยีดทาน  มคีา่เทา่กบั

ตอบ  แรงปฏกิริยิา  ที�พื�นกระทําตอ่ปลายทอ่นไม ้เทา่กบั

แทนใน 

หาคา่ 

จะไดว้า่

ẍcm

ÿcm

= cos θ ⋅ sin θ − sin θ ⋅ (1 − cos θ)
L

2

3g

2L

L

2

3g

L

= (3 cos θ sin θ − 2 sin θ)
3g

4

= − sin θ ⋅ sin θ − cos θ ⋅ (1 − cos θ)
L

2

3g

2L

L

2

3g

L

= (3 θ − 1 − 2 cos θ)
3g

4
cos2

f

f = m = (3 cos θ − 2) sin θẍ
3mg

4

N

N = m + mgÿ

= [3 θ − 2 cos θ − 1 + ]3mg

4
cos2 4

3

f

N

f

N
=

ẍcm

+ gÿcm

=
(3 cos θ sin θ − 2 sin θ)

3g
4

(3 θ − 2 cos θ + − 1)
3g
4 cos2 4

3

=
3 cos θ sin θ − 2 sin θ

3 θ − 2 cos θ +cos2 1
3

=
(3 cos θ − 2) sin θ

(3 cos θ − 1)(cos θ − )1
3

=
3(3 cos θ − 2) sin θ

(3 cos θ − 1)2

θ

⋅ 3 sin θ
d

dθ

3 cos θ − 2

(3 cos θ − 1)2
= + 3 sin θ

3 cos θ(3 cos θ − 2)

(3 cos θ − 1)2

d

dθ

3 cos θ − 2

(3 cos θ − 1)2

= − 3 θ
3 cos θ(3 cos θ − 2)

(3 cos θ − 1)2
sin2 d

d cos θ

3 cos θ − 2

(3 cos θ − 1)2

= − − 3 θ(3 cos θ − 2)
3 cos θ(3 cos θ − 2)

(3 cos θ − 1)2

9 θsin2

(3 cos θ − 1)2
sin2 d

d cos θ

1

(3 cos θ − 1)2

= − +
3 cos θ(3 cos θ − 2)

(3 cos θ − 1)2

9 θsin2

(3 cos θ − 1)2

18 θ(3 cos θ − 2)sin2

(3 cos θ − 1)3

= (3 cos θ(3 cos θ − 1)(3 cos θ − 2) − 9 θ(3 cos θ − 1) + 18 θ(3 cos θ − 2))
1

(3 cos θ − 1)3
sin2 sin2

= ((3 cos θ − 3(3 cos θ + 2(3 cos θ) + 9 θ(3 cos θ − 3))
1

(3 cos θ − 1)3
)3 )2 sin2

= ((3 cos θ − 3(3 cos θ + 2(3 cos θ) + (9 − (3 cos θ )(3 cos θ − 3))
1

(3 cos θ − 1)3
)3 )2 )2

= ((3 cos θ − 3(3 cos θ + 2(3 cos θ) − (3 cos θ + 3(3 cos θ + 9(3 cos θ − 3))
1

(3 cos θ − 1)3
)3 )2 )3 )2

= (2(3 cos θ) + 9(3 cos θ − 3))
1

(3 cos θ − 1)3

= 3
(11 cos θ − 9)

(3 cos θ − 1)3

⋅ 3 sin θ
d

dθ

3 cos θ − 2

(3 cos θ − 1)2

0

θ

=
3(11 cos θ − 9)

(3 cos θ − 1)3

=
3(11 cos θ − 9)

(3 cos θ − 1)3

= cos−1 9

11
9



หา  ดว้ยการแทน 

เป็นคา่สมัประสทิธิ�ความเสยีดทาน(สถติ)ที�ทําใหท้อ่นไมไ้มไ่ถลในระหวา่งลม้เลย   ตอบ

ขอ้ที� 9

ตอบ   

 
พจิารณา แผนภาพวตัถเุสรขีอง  และ 

แตเ่ชอืกตอ้งมคีวามยาวคงตวั

และ

ได ้

กรณี 

μ θ = arccos
9

11

μ =
f

N

= ⋅ 3 sin θ
d

dθ

3 cos θ − 2

(3 cos θ − 1)2

= ⋅
3 ⋅ − 29

11

(3 ⋅ − 1)9
11

2

3 40
−−√

11

=
15 10

−−√

128
≈ 0.3706

T(r) = GM
m1m2

( + )m1 m2

2ℓ

r3

m1 m2

= = aa1 a2

− T −
GMm1

r2

Gm1m2

ℓ2

− −
GM

r2

T

m1

Gm2

ℓ2

= am1

= a

+ T +
GMm2

(ℓ + r)2

Gm1m2

ℓ2

+ +
GM

(ℓ + r)2

T

m2

Gm1

ℓ2

= am2

= a

GM ( − )− T ( + )− ( + )
1

r2

1

(ℓ + r)2

1

m1

1

(m2

G

ℓ2
m1 m2

− ( + )
GM(2rℓ + )ℓ2

(r + ℓr2 )2

G

ℓ
m1 m2

= 0

= T ( )+m1 m2

m1m2

T(r) = −
GM (2rℓ + )m1m2 ℓ2

( + ) (r + ℓm1 m2 r2 )2

Gm1m2

ℓ2

r ≫ ℓ
r + ℓ = r  และ  2rℓ + = 2rℓℓ2

T(r) = −
2GM ℓm1m2

( + )m1 m2 r3

Gm1m2

ℓ2



เพิ�มเตมิ
กรณี  และ 

ขอ้ที� 10

ตอบ 

ในกรณีนี� แรงเสยีดทานจลน ์  จะพยายามลากวตัถ ุ  ใหเ้ลื�อนไปตามสายพาน โดยมนัจะ กะทํากบั  ไปเรื�อย ๆ
จนกวา่ความเร็วของมนัจะเทา่กบัสายพานพอด ี(ที�จดุนี�จะไมม่กีารไถลระหวา่งผวิอกี) แลว้  จะเคลื�อนที�ไปดว้ยความเร็วของ
สายพานตอ่ไปเรื�อย ๆ 
จาก  เราได ้

จาก  

จาก  

ขอ้ที� 11

ตอบ  เทา่

, ≪ Mm1 m2 r ≫ ℓ

T(r) =
2GM ℓm1m2

( + )m1 m2 r3

1) T =
u

gμK

2) S =
u2

2gμK

= NfK μK m m
m

freebodydiagram

∑ = 0Fy

∑ = mFx ax

a

;mg = N

; N = maμK

= gμK

= + aT ;vf vi

u

T

= 0 + ( g)TμK

=
u

gμK

= + 2aS;v2
f v2

i

u2

S

= 0 + 2( g)SμK

=
u2

2gμK

3 2
–√

4



ทาง  การตกตามพื�นเอยีงดว้ยความเรง่

โดยเริ�มตกจากนิ�ง ไดร้ะยะทาง 
จาก

ได ้

ทาง  คอื การตกอสิระ 
จาก

ได ้

โดยมคีวามเร็วปลาย 

ทาง 

A → B

a =
mg sin 45∘

m

= g
2
–√

2

L2
–√

s = ut + a
1

2
t2

tA→B =
2s

a

−−−√
=

4L

g

− −−√

A → C

s

L

= ut + a
1

2
t2

= g
1

2
t2
A→C

=tA→C

2L

g

− −−√

= u + atvc

vc = g × tA→C

= 2Lg
− −−√

C → B ใช้ s = t (ไม่มีความเร่งแนวระดับ);vc

tC→B = L/vc

=
L

2g

−−−√

เวลาจาก → →
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(ก)  ในการหาแรงตา้นการเคลื�อนที�ของโซ ่ พจิารณาการดล ณ ตําแหน่งที�โซกํ่าลงัจะเคลื�อนที�ออกจากกองโซ ่ เขยีนสมการได ้
วา่

ดงันั�น จากกฎขอ้ที�สามของ   แรง  นี�จะทําหนา้ที�ตา้นการเคลื�อนที�ของโซส่ว่นที�ยาว  ดว้ย  และเมื�อคํานงึถงึแรง
เสยีดทาน  สามารถเขยีนสมการการเคลื�อนที�ไดว้า่

(ข)  จาก 

แทนคา่ผลที�ไดน้ี�เขา้ไปในสมการการเคลื�อนที�ในขอ้ (ก) แลว้จัดรปูได ้

สามารถแกส้มการ  นี�โดยการหา  มาคณูแลว้อนิทรเิกรต
การหา  สามารถคํานวญไดจ้าก

แลว้คณู  นี�กบัสมการการเคลื�อนที�

อนิทรเิกรตจาก  และ  ไปจนถงึตําแหน่ง  ใดๆและ  ใดๆ ทั �งสองขา้งของสมการแลว้จัดรปู  สามารถหาความ
เร็วของมวล  ที�ตําแหน่งใด ๆ ไดว้า่

(ค)   ความเร็ว  ในขอ้ (ข) เทยีบเวลา  ได ้

(ง)  แทนคา่  ตามเงื�อนไขลงในสมการที�ไดจ้ากขอ้ (ค) ได ้

ซึ�งใหผ้ลเหมอืนกนักบัขอ้ (ก) เมื�อ 

∴
เวลาจาก A → C → B

เวลาจาก A → B
=

+tA→C tC→B

tA→B

=

+
2L

g

− −−√ L

2g

−−−√
4L

g

− −−√
= เท่า

3 2
–√

4

F ⋅ dt = λ ⋅ d(xv)

F = λv2

Newton F x

(M + λx) = −μ(M + λx)g − λẍ v2

Chain rule

= ( )v = ( )v = ( v)v =ẍ
d

dt

d

dx

dx

dt

d

dx

1

2

d

dx
v2

+ = −2μg
d

dx
v2 2λ

M + λx
v2

(Differential equations) Integrating factor
Integrating factor (I)

I = e
∫ dx2λ

M+λx

= (M + λx)2

factor

(M + λx + 2λ(M + λx))2 d

dx
v2 v2

d(M + λx)2v2

= −2μg(M + λx)2

= −2μg(M + λx dx)2

x = 0 v = vo x v
M

v(x) =
3λ − 2μg[(M + λx − ]M 2v2

o )3 M 3

3λ(M + λx)2

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−√

differentiate v(x)

a = [−2μgv − (3λ − 2μg[(M + λx − ])]1

2v

2v

3(M + λx)3
M 2v2

o )3 M 3

= −μg − (3λ − 2μg[(M + λx − ])
1

3(M + λx)3
M 2v2

o )3 M 3

x = 0

a = −μg −
λ

M
v2
o

x = 0
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